EXERCICE 3 — FONCTIONS, FONCTION LOGARITHME 7 points

Soit g la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par g(x) = 1+ x?[1 - 2In(x)].

La fonction g est dérivable sur 'intervalle ]0 ; +ool et on note g’ sa fonction dérivée.

On appelle ¥ la courbe représentative de la fonction g dans un repere orthonormé du plan.

PARTIE A

1. gle)=1+e’(1-2In(e)=1+e*(1-2)=1-¢?
e>2donce?>4doncl-e?<0,etdonc g(e) <0.

2. lim In(x) = +oodonc lim 1-2In(x) = —oodonc lim x?(1-2In(x)) = —oo.
X—+00 X—+00 X—+00

On en déduit que lim g(x) = —oo.
X—+00

3. a. Pourxe]0;+o0[,0ona:
g'(x) =2x(1-2In(x)) + x?

2
—;) =2x—4xIn(x) —2x = —4xIn(x).

b. Pour étudier le sens de variation de la fonction g sur l'intervalle ]0 ; +oo[, on

détermine le signe de g’ (x) sur cet intervalle.

X

0

+00

—-4x

In(x)

g'(x) = —4xIn(x)

Donc la fonction g

¢ est strictement croissante sur |0;1[;

¢ est strictement décroissante sur |1 ; +oo[;

e admet en x = 1 un maximum égal 2 g(1) = 1+ 12 (1 -In(1)) = 2.

c. On trace le tableau des variations de la fonction g sur [1 ; +ool.

X 0 1 +00
g'(x) -
2
gx) / \
—00

D’apres ce tableau de variations, on peut dire que I'équation g(x) = 0 admet une
solution unique sur I'intervalle ]1; +oo[. On appelle a cette solution.
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g1)=2>0
g(2)=—0,55<0

g(1,8) = 0,43>0
g(1.9) = -0,024<0

g(1,89) = 0,024>0
g(1.90) = -0,024<0

4. On en déduit le signe de la fonction g sur I'intervalle [1 ; +ool.

}doncae (1;2]
}doncaE (1,8;1,9]

} donc a € [1,89;1,90]

g(x) + -

PARTIE B

1. On admet que, pour tout x appartenant a l'intervalle [1; a], g”(x) = —4[In(x) + 1].
Sur [1; a], In(x) > 0 donc In(x) +1 >0 donc —4 (In(x) + 1) <O0.
On en déduit que g”(x) > 0 et donc que la fonction g est concave sur [1; a].

2. Sur la figure ci-contre, A et B sont les A
points de la courbe 6 d’abscisses respec- A

tives 1 et . €
1
\s
0

Y

a
0 1 2
a. Ladroite (AB) a pour équation réduite :
Yoya_ys=ya _ y=2_0-2 _ 20D
X—XA XB—Xa x—-1 a-1 a—1
-2 2 20—-2 -2 2a
a-1 a-1 a-1 a-1 a-1

b. Sur l'intervalle [1; ], la fonction est concave, donc sa courbe représentative est

située au dessus de toute sécante, donc au dessus du segment [AB].

-2 2a
On en déduitquesur [1; a],ona: g(x) > —1x+ Py
a— a—
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